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OZET

Soyut cebirde halka teorinin daha genel bir hali olan yari-halka teori 6nce kendi icerisinde daha sonra da halka teoriden faydalanilarak incelenmistir.

YARI HALKALAR

E] Bir @ = R kumesi ve bu kiime uzerinde tanimh (4) toplama ve (.) ¢carpma
islemleri verilsin. Eger

e (R,+) bir degismeli monoid (birim elemani 0 ile gosterelim)
e (R,.) bir monoid (birim elemani 1 ile gosterelim)

e VYa,b,ceRicin(a+b).c=a.c+b.c

e VYa,b,ceRicina.(b+c)=a.b+a.c

e Ya€eRI¢cinNa.0=0.a=0

oluyorsa bu (R, +,.) yapisina bir birimli yari halka denir. Eger ki (R,.) yapisI bir
monoid degil de bir yarn grup olursa (yani birim elemanin varligi zorunlu

kilnmazsa) (R, +,.) yapisina yari halka denir.

Bu tamimdan hemen anlasilir ki her halka aslinda bir yari halkadir. Yani yari halka

teori aslinda halka teoriyi de kapsar.

Burada halka ve yari halka tanimlari arasindaki en énemli farklardan biri 0 ile
carpmadir. Halkalarda 0 ile carpimin sonucunun 0 olusu, toplamsal terslerin
getirdigi bir sonuctur. Fakat yari halkalarda toplamsal terslerin varligi kesin

olmadigindan 0 ile carpmanin sonucunun 0 olacagi ayri bir kosul olarak alinir.
(i] Rbir yari halka olsun ve @ = I € R olsun. Eger:

1) Va,b €l igcina+b €l

2) Vre RvevVa€el igcinr.a €l vea.r €1
oluyorsa I'ya R'nin bir ideali denir. Bu durum kisaca I 2 R biciminde gosterilir.
Biz bu ¢alismada sag ideal ve sol ideali ayri ayri incelemiyoruz.

(i] R biryari halka A = R ve B =2 R olsun. O halde asagidaki kiimeler de R'nin

idealleridir:

1) A+B={a+bla€AbeB}

2) AB={)",a;bjla; €A b;€B,1< i<n}

ve bu ideallericin A € A + B ve AB C A iliskileri gecerlidir.

[(i] R bir degismeli yari halka ve P < R 6z ideal olsun. Eger a,b € R icin ab € P

iken a € P veya b € P oluyorsa bu P idealine bir asal ideal denir.

(i] R bir degismeli yar halka ve M = R 6z ideal olsun. Eger bir 4 < R icin

M < Aiken M = A veya A = R oluyorsa bu M idealine bir maksimal ideal denir.

Halka teoride oldugu gibi yari halkalarda da her maksimal ideal ayni zamanda

asal idealdir.

L] A-yarl halka: R degismeli bir yari halka olsun, eder R'nin her 6z idealine
karsilik bu ideali kapsayan bir asal ideal mevcutsa bu yari halkaya A-yari halka
denir.

A-yari halka kavrami birimli degismeli yari halkalarin genellestirilmesidir.

Her birimli degismeli yari halka bir A-yari1 halkadir.

[i] R, A-yan halka ve I 2 R bir 6z ideal olsun. I idealinin radikali VI ile gosterilir
ve R'de I'yiiceren tum asal ideallerin kesisimi olarak tanimlanir.

[i] R, A-yari halka ve A, B 2 R 0z idealler olsun, o halde asagidakiler saglanir:

1) VVA=+A
2) AcC BisevVA VB
3) An B # @ olmak kosuluylavA n B =+vANn+/B.

Yari halkalarda toplamsal terslerin varligi gerekmedigi icin yeni bir ideal turd olan k-
idealler tanimlanir.

[i] k-ideal: R bir yari halka ve I 2 R bir ideal olsun. Eera € I ve b € Rig¢in a +
b € I iken b € I oluyorsa I'ya bir k-ideal denir.

E] Halka Genislemesi: (S, +,.) cebirsel yapisi bir yari halka olsun. Eger bir S € R
kimesi icin (R, +,.) cebirsel yapisi bir halka oluyorsa bu R halkasina, S yar
halkasinin bir halka genislemesi denir.

Ornedin 7. halkas! N, yarr halkasinin bir halka genislemesidir.
Bu calismada yari halkalari, halka genislemelerini kullanarak inceliyoruz.

[i] S biryari halka ve R onun bir halka genislemesi ve I 2 R bir ideal olsun.
I NS =2 S biridealdir ve bu ideal k-idealdir.

[i] S biryari halka ve R onun birimli degismeli bir halka genislemesi olsun.
P 2 R asal ideal ise P NS = S bir asal idealdir.

[i] S biryar halka ve R onun birimli degismeli bir halka geniglemesi olsun.
R'nin, I 2 R idealive S'ninVINS 2 Sve VINnS 2 SidealleriicinvVInS =+INnS
olur.

[i] S biryar halka ve R onun birimli degismeli bir halka genislemesi olsun. EGer
P < R bir asalimsiideal ise P n S 2 S de bir asalimsi idealdir.

[i] S biryari halka ve R onun birimli degismeli bir halka genislemesi iken M < R

idealinin maksimal olmasi M n S idealinin maksimal olmasini gerektirmez. Ornegin

N, € Zicin (2) 2 Z maksimaldir fakat (2) n N, 2 N, maksimal degildir cunku
(2) NNy € Ny\{1} € N, dir.

[i] S biryari halka ve R onun birimli degismeli bir halka genislemesi olsun. Eger
bir I 2 S ideali k-ideal deqil ise I = ] n S olacak sekilde bir /] 2@ R bulunamaz.
Ornegin N, yari halkasinda I = {x € N, | 3 < x} U {0} ideali k-ideal olmadigindan
her ] < Zidealii¢in I # J N N, olur.

[i] Ngyarihalkasinda a € Ny ile Uretilen ideali < a >=2 N, ile gésterelim. O
halde (a) 2 Z olmak Uzere < a > = (a) N N, olur.
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